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Materijalna toCka ili Cestica tekucine

U hidrodinamici (dinamici tekuc€ina, fluida) se sre€u nelinearne
parcijalne diferencijalne jednadzbe (nelinearne PDJ) Cije rjeSenje kaze
kako se Cestice teku €ine gibaju.

Matematicki gledano Cestica teku Cine to je beskonacno mala toCka, a
sam fluid ili tekuCina je kontinuum toCaka. Izmedu dviju razliCitih

proizvoljno bliskih toCaka postoji beskonacni broj drugih toCaka.

Fizikalno, Cestice teku €ine su konacnih dimenzija.

Materijalna toCka ili Cestica tekucine

Cestica teku ¢ine u hidrodinamici

» nije atom ili molekula od kojih se stvarno tekucina sastoji.
(Brzina strujanja zraka nije brzina molekula od kojih se zrak
sastoji).

» Cestica tekucine je, u hidrodinami¢kom opisu, mali
termodinami Cki sustav , konacnih dimenzija i u kojem se nalazi
dovoljno velik (makroskopski) broj atoma ili molekula.

» Medusobno sudaranje atoma/molekula dovodi do uspostavljanja
lokalne termodinami Cke ravnoteze . Atomi/molekule nalaze se
u stanju lokalne termodinamicke ravnoteze, iako tekucina kao
cjelina nije u stanju termodinamiCke ravnoteze.

» Hidrodinamika opisuje tekucinu kao skup malih termodinamickih
sustava u ravnoteznom stanju i koji su u medusobnom kontaktu
te mogu razmjenjivati Cestice, energiju, impuls. . .



Materijalna toCka ili Cestica tekucine

Slika: Uvetana materijalnato Cka tekucine sastoji se od mnostva
atoma/molekula koji su u termodinamickoj ravnotezi.

Materijalna toCka ili Cestica tekucine

Koja je fizikalna dimenzija materijalne tocke?

» VeliCina mora osiguravati uspostavljanje termodinamicke
ravnoteze. TermodinamicCka ravnoteza se uspostavlja
medusobnim sudaranjem atoma/molekula.

» Veliina materijalne tocke je ve€a od srednjeg slobodnog puta

atoma/molekula, ¢
1
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gdje je n koncentracija atoma/molekula,
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n=—,
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N je broj atoma/molekula, V volumen, a 0 je udarni presjek:
0~ Ttd?,

d je dijametar atoma/molekula.



Materijalna toCka ili Cestica tekucine

» Za plinove
n~5-100°m3d~10m* = /(~10'm

» Za plinove je srednji slobodni put, ¢, puno veci od prosjecne
udaljenosti izmedu atoma/molekula

. : 1 -9 —2
prosjecna udaljenost ~ 73 ~2,7-10 "m~ 10 “-/
n
» U tekucinama srednji slobodni put, /, i prosje€na udaljenost medu
atomima/molekulama istog su reda veliCine te su priblizno jednaki
dimenzijama samih atoma/molekula.

Brzina gibanja materijalne toCke ili Cestice tekucine

Za razliku od obi¢nih termodinamickih sustava, atomi/molekule u
Cestici tekucine imaju prosjecnu brzinu razliitu od nule.

» Brzinu Cestice tekucine racunamo kao brzinu centra mase svih
atoma/molekula od kojih se Cestica teku€ine sastoji:

IR
2im;
Sumacija ide preko svih atoma/molekula u Cestici tekucine. T je

radijus vektor polozZaja Cestice tekucine, koji identificiramo s
polozajem centra masa:

v(r)

» Ako se tekucina sastoji od samo jedne vrste Cestica, onda je
brzina Cestice tekucine ujedno i prosjecna brzina atoma/molekula.



Brzina gibanja materijalne toCke ili Cestice tekucine

» U pravilu, brzina Cestice tekucine je puno manja od brzine gibanja
samih atoma/molekula (cca. 500-1000 m/s). Izuzetak su slucCajevi
nadzvucnog gibanja tekucine.

» Ako su atomi/molekule u Cestici u termodinamickoj ravnotezi,
onda su njihove brzine raspodijeljene oko brzine centra mase po
Maxwellovoj funkciji raspodjele.

» Brzine atoma/molekula jako variraju ne samo izmedu razliCitih
cestica tekucine, nego i u samoj Cestici tekucine.

» Medutim, brzina centra mase Cestice tekucine se sporo mijenja
od jedne do druge toCke u prostoru.

Ako bi jedna Cestica tekucine imala puno vecu brzinu od
susjednih, ona €e tu brzinu brzo izgubiti kroz sudaranje
atoma/molekula s atomima/molekulama susjednih Cestica
(proces viskoznosti).

Masa Cestice tekucine

Matematicki gledano Cestice tekucine zamisljamo kao da su
beskonacno male (iako one nisu), a sama teku€ina se promatra kao
jedan neprekidni medij tj. kontinuum tocki.

U takvom opisu masa same cCestice je beskonacno mala, jer je i sama
Cestica beskonacno mala.
Umjesto mase, koristimo se pojmom gusto ¢e mase

- . i M;
p(r) = lim La
v—0 V
gdje se sumacija radi po ¢esticama unutar volumena V, pri cemu je ¥

centar mase (ili teziste).



Energija Cestice tekucine

Energija Cestice tekucine se sastoji od zbroja
» kinetiCke energije gibanja centra mase (kinetiCka energija)
» potencijalne energije centra mase (potencijalna energija)
» unutrasnje energije - energije gibanja i medudjelovanja
atoma/molekula u Cestici tekucine.

U matematickom opisu kada se teku€ina promatra kao kontinuum, a
Cestica tekucine je beskonacno mala, uvodi se pojam gustoce
energije:
lim = _ pv® + V4 + e
v—oV 2 E\g,/ &/
Kineticka gravitacijska pot. unutrasnja
gdje je e unutrasnja energija po jedinici mase.

Kako se Cestice gibaju, potencijalna energija moze preci u kineticku, i
obrnuto, a kroz trenje (viskoznost) kinetiCka energija se moze pretvoriti
u unutrasnju.

Termodinamika Cestice tekucine

Buduci da su Cestice tekucine mali termodinamicki sustavi, za svaki od
njih postoje termodinamicCke veliCine i parametri koji ih definiraju.

Govorimo o
» gustoCi unutrasnje energije
N Y . UM
re(r)=Im—=Im — —
p() () v—0oV v—0M V’

te gustocama ostalih termodinamickih potencijala,

» gustoCi entropije

Napomena: e is suredom unutrasnja energija i entropija po jedinici
mase. Cestica teku€ine koja ima jedinicnu masu zauzima volumen:



Termodinamika Cestice tekucine

» gustoCi broja Cestica (koncentraciji)
- . N
n(r)= lim —
(F) = lim =

» lokalnim vrijednostima tlaka, p(r) i temperature T (F)

Kako su Cestice tekucine u lokalnoj termodinamickoj ravnotezi, ove
termodinamicke gustoce i termodinamicki parametri su medusobno
povezani uobic¢ajenim termodinamickim relacijama. Npr.

1
de=Tds—pdv=Tds—pd(-)

o

Sve ove veli€ine ovisne su o prostornoj koordinati .

Procesi u neravnoteznom sustavu

U sustavu koji globalno nije u termodinamickoj ravnotezi do€i ¢e do
procesa koji ¢e nastojati uspostaviti globalnu ravnotezu.

To su situacije kada
» jedan dio sustava ima vecCu temperaturu od drugog,
» jedan dio sustava ima veci tlak od drugog,

» jedan dio sustava ima vecu koncentraciju (nekih) Cestica od
drugog.

» postojanje kemijske reakcije koja mijenja koncentraciju nekih
Cestica

» vanjsko polje kojem je samo dio Cestica izlozen.



Procesi u neravnoteznom sustavu

Procesi koji uspostavljaju termodinamicku ravnoteZu mogu biti

» provodenje/vodenje ili kondukcija fizikalne velicine kroz tekucinu
kada se sama tekucina ne pomice (V(r) = 0). Proces prenosa se
ostvaruje kroz medumolekularne (meduatomske) sudare
(difuzno).

» konvekcija ili prenos fizikalne veliCine putem gibanja (strujanja)
tekucine s jednog mjesta na drugo (V(r) # 0).

Gustoca struje

Gusto €a struje neke fizikalne veli ¢ine moZze se definirati kao iznos
promatrane fizikalne veliCine koji je preneSen kroz jedini¢nu povrSinu u
jedinici vremena. Fizikalna veliCina moze biti naboj, energija, broj
Cestica, impuls, entropija, . ...

Gustoca struje u slucaju konvekcije (strujanja) je gustoca fizikalne
veliine (npr. f = F /V) pomnoZena s komponentom prosjecne brzine
okomitom na povrsinu (vy):

g =@-V)f=vyf.

, Naime, po definiciji je
v I = AF ri ¢emu je
F
vn AF = - (Sva-AY).

/
| v, At \%
D e



Gustoca struje

Provodenije fizikalne veliCine u slucaju kondukcije se dogada na
mikroskopskom nivou kroz medumolekularne/meduatomske sudare.

o ® 0 Promatramo dva tanka sloja deblji-
'o e ne srednjeg slobodnog puta ¢ oko
‘e g o pregrade koja razdvaja dva podru-
'- g 0F &ja u kojima je gustota neke fizikal-
Pa® o -. ne velic¢ine (npr. koncentracija ¢es-
.I .I - tica) razliCita. Radi jednostavnosti

Og © pretpostavljamo da je x pravac oko-
'.. ® s mit na povrsinu. Otprilike 1/6 ato-
b UL ma/molekula s jedne strane

pregrade, unutar promatranog sloja, preci ¢e na drugu stranu prepreke
bez rasprSenja gibajuci se tipichim prosjecnim mikroskopskom
brzinama, npr. Vmik-

Gustoca struje

Gustoca struje je: X
: . _ f(xo—¥¢ f(Xo+ ¥
Fo= k() ()= (06 ) mik — (06 )Vmik
¢ of(x) of (x) o
N —Vmik - = - =-D =—D (n-0O)f(r
mik 3 ax ‘. ox ‘. ( )()|Xov
gdje su
- T 1
koeficijent difuzije = D = 3 0 Vmik
gradijent = 0
jedini¢ni vektor okomit na povrSinu = n



Gustoca struje

Promatrajuci struju kroz razli€ito orjentirane ravnine u danoj tocki
prostora, moZze se izdvojiti ona ravnina kroz koju je struja najveca po
iznosu. Poopcena definicija struje je kao vektora (ili vektorskog polja)
koje je po iznosu upravo jednako tom maksimalnom iznosu, a ima
smjer normale na navedenu ravninu.

Gustoca struje je

» za slucaj konvekcije:

- =V .f
» za slucCaj kondukcije:
je=—D-Lf

| pri tome treba voditi racuna da prenosu neke fizikalne veliCine kroz
povrSinu doprinosi samo normalna komponenta struje kroz povrSinu.
Prenesena koliCina F u jedinici vremena kroz povrSinu je:

—:/dS-jF, dS =dSn
dt S

gdje je n je vektor okomit na povrsinu u danoj tocki prostora.

Cemu je jedanaka konstanta difuzije ? (procjena)

1
D= =/ Vp
3 mik
U slucaju plina, npr. He, ve¢ smo vidjeli da je:
¢ ~1,810"" m

Mikroskopsku brzinu mozemo procijeniti iz Maxwellove raspodjele:

8kgT
Vmik = ——— ~ 1300 m/s
T m

D~810°m?/s za plin He

Pa je:

(N = 6,02 10?2 atoma/molu,V =22.4 103 m3,kg = 1,38 10~ %2 JIK,
T =300 K,Mye = 4 1072 kg/molu, One = 1,5 10719 m—?)



Einsteinova relacija (veza difuzije | pokretnosti)

U sustavima u kojima postoji trenje zbog sudaranja na preprekama,
Cestica koja je izloZzena vanjskoj sili gibat ¢e se brzinom proporcionaloj
nametnutoj sili:

—

V=U-F.

Faktor proporcionalnosti, |, naziva se tz. pokretnost ili mobilnost .

Primjeri takvog gibanja su elektroni u metalu/poluvodicu ili ion u otopini
koji se gibaju pod utjecajem elektricnog polja (napona). Postoji veza
izmedu pokretnosti i provodnosti 0 (odnosno specificnog otpora tvari
P).

Einsteinova relacija (veza difuzije | pokretnosti)

Pretpostavimo da Cestice ne mogu izaci iz sustava, tako da se na
jednom kraju nakupi veca koncentracija. U sustavu imamo dvije struje:

» struja konvekcije pod utjecajem vanjske sile:

: ou
JV :V.n:u.n.F :—u.n.—
0x
U je potencijalna energija polja koje stvara silu (IE = —ﬁU).

» struja kondukcije zbog razliCite koncentracije

o .on
ld = ox

U stanju ravnoteze te se dvije struje poniStavaju, tako da je:

1a_n_ K ouU

L0 N lon
Ja +lv n ox D 0Ox



Einsteinova relacija (veza difuzije | pokretnosti)

Prema Boltzmannovoj funkciji raspodjele:

B+ U(r)
n(F)~e  keT

Y

pa je zato:
1on 1 o0U

nox  kgT Ox

UsporedujuCi ova dva izraza nalazimo vezu izmedu mobilnosti i
konstante difuzije

D=uU-kgT Einsteinova relacija (1905)

Einsteinova relacija (veza difuzije | pokretnosti)

Tu je relaciju Einstein dobio u radu o Brownovom gibaniju.

Brownovo gibanje je gibanje Cestice pod utjecajem nasumicne sile |
sile trenja. | nasumicna sila i sila trenja postoje zbog sudaranja s
atomima/molekulama medija u kojem se promatrana Cestica nalazi.

Dakle radi se o Cestici koja u sudarima stalno mijenja smjer gibanja.
Srednja vrijednost kvadrata predenog puta Brownove Cestice u
vremenu t je:

R2=D-t

D je konstanta difuzije. Takoder se moze pokazati da je:

gdje je ¢ srednji slobodni put estice, T prosjecno vrijeme izmedu dva
sudara i v prosjecna brzina Cestice izmedu dva sudara.



Brownovo gibanje

Slika: Prikaz nasumicnog gibanje Cestice (Brownovo gibanje).



