Stirlingova formula

Zelimo naéi izraz kojim mozemo priblizno izraunati faktorijele jako
velikih brojeva.

> Faktorijela:
Nl=1-2-3...-(N—1)-N

> Pretpostavit cemo da je N > 1.

> Logaritam faktorijele:

N
INN! =In1+1In24...+In(N—21)+InN = Zlni
=



Sumu u logaritmu faktorijele aproksimirat cemo s integralom:
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Stirlingova formula

N 1 2 3 4 5 6 7
N! 1 2 6 24 120 720 5040
S(N) || 0.922137 | 1.919 | 5.83621 | 23.5062 | 118.019 | 710.078 | 4980.4




Boltzmannova raspodjela

> Maxwellova raspodjela Cestica po brzinama vrijedi za homogeni
sustav koji nije izlozen djelovanju vanjskih sila:

1
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| gdje je kinetiCka energija Cestice ujedno i ukupna energija.

f(v) ~ e PEY) — g PE

> Maxwellova raspodijela ne vrijedi za Cestice koje se nalaze u vanj-
skom polje, npr. gravitacijskom.

> Maxwellovu raspodjelu ne mozemo primijeniti ni na sustav cestica
koji imaju dodatni stupanj slobode, npr. rotaciju ili spin.



> Radi jednostavnosti pretpostavit cemo da su dozvoljene vrijednosti
energija diskretne:

E17 E27 E37 E47

> Neka su:

O1, 02, U3, Qg, ...
broj (kvantnih) stanja Cije je energije redom E1, Ep, Ej3, ....

> Cilj je odrediti:
broj Cestica koji imaju energiju E; = N;
broj Cestica koji imaju energiju E; = N,

broj Cestica koji imaju energiju Ez = N3



> Raspodijelu po energijama odredit Ce se iz uvjeta maksimuma en-
tropije:
S~ InB.
B je termodinamicka vjerojatnost.

> Pri tome Ce se zahtijevati da je:

ukupni broj ¢estica N = N;+No+... = Z N = konst.
|

unutradnja energija U = NiEj+No Bo ... = Z N; E; = konst.
|

> lako identiCne, Cestice se mogu razlikovati.



Broj mikroskopskih stanja takvih da N Cestica ima energiju E; (bilo
kojih) i da N, Cestica ima energiju E» i da N3 Cestica ima energiju E3
..je:

( broj naCina da se N Cestica rasporedi tako da ih \
N; ima energiju E;

B = < N, ima energiju E; >
N3 ima energiju E3

\ )

x { broj nacina da se N; Cestica rasporedi u g; stanja }
x { broj nacina da se N, Cestica rasporedi u g, stanja }

x { broj nacina da se N3 Cestica rasporedi u gz stanja }



\

( broj nacina da se N Cestica rasporedi tako da ih \

N; ima energiju E;
N, ima energiju E;
N3 ima energiju E3

NI
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/

Primjer - neka je ukupni broj Cestica N=5 i neka je N1=3, Nb=2:
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Broj mogucih rasporeda 5
cestica u dvije grupe 3+2
je 10.



> U klasiCnoj fizici se razliCita mikroskopska stanja dobiju zamjenom
dviju Cestica razliCitih energija, npr. Cestica energije E; i energije
Eo.

> U kvantnoj fizici se identiCne Cestice ne mogu razlikovati pa se tak-
vom zamjenom ne dobiva novo stanje sustava nego ono ostaje isto.

U kvantnoj je fizici ovaj prefaktor u termodinamickoj vjerojatnosti
jednak 1.



Na koliko se nacina N; Cestica energije E; moZe rasporediti u g; sta-
nja (kvantnih celija):

> Prvu Cesticu mozemo staviti u 1. stanje ili u 2. stanje ili u 3. stanje
.... = ukupno na g; nacina.

> Isto vrijedi za drugu Cesticu (i sve ostale Cestice).
> Dvije Cestice se mogu rasporediti u g; stanja na g% nacina.

, . v . - ... . N v -
> Opcenito, N; Cestica se moZe rasporediti u g; stanja na g; - nacina.

Dakle

{ broj nacina da se N; Cestica rasporedi u g; stanja } = ng



TermodinamicCka vjerojatnost:

N!
Ni! No! Ng! ...

B— Oyt g)2 gg‘”’

Entropija:
S~InN!+ ¥ (Ing" — InNi!)
I

Koristeci Stirlingovu formulu:

N.

S~NInN—$ NIn=
| 8/

Potrebno je odrediti vrijednosti N; takve da entropija S ima maksi-

mum.



Odgovor ne mozZzemo naci jednostavnim deriviranjem entropije po N
jer varijable N; nisu medusobno nezavisne. One su povezane relaci-

jama:
N = N;
Z i
U = N; E;
IZ I I

metoda Langrangeovih multiplikatora
Trazimo ekstremalnu (maksimum) vrijednost funkcije (InB—a N—BU):

d

—({NnB—aN—-BU)=0 = N(a,p)
dN
Konstante o i 3 (Lagrangeove multiplikatori) odredujemo tako da je:
ZNi(aaﬁ) = N . .y
sustav dvaju jednadzbi

I
Z Ei-N(a,p) = U s dvije nepoznate
I



Funkcija Ciji se maksimum trazi:

INnB—aN—BU =N InN—ZNi (In§+G+BEi)
| I

Deriviranjem po N;:

%(InB—a N—-BU)=0 = N, =g e 1 0FBE
I

Konstanta O se dobiva iz uvjeta normalizacije funkcije raspodjele:

N
> N =N = e "= E
| Zi Ji € !
Dakle
konst.
N
I\li gl e_B S



Da bi odredili drugu konstantu, 3, polazimo od relacije:
O(InB—aN—-pBU) =0
| Izraza za entropiju:
S=kg INnB=SU, N, V)

Pa slijedi:

0S 0S
— okg ON _(2) Ny (D2
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odnosno:
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Funkcija raspodjele koju smo nasli vrijedi u slucaju diskretnog ener-
gljskog spektra, kada su energije dane s nizom diskretnih vrijednosti:
Ei, Eo, .... 1zraz je moguce poopcCiti za kontinuirani spektar energija.

Fazni prostor podijelimo isoenergijskim plo-
hama koje se medusobno razlikuju za AE:
E-—E; = AE
Es—E, = AE

Ove isoenergijske plohe odgovarat ce diskret-
nim vrijednostima energija u funkciji raspo-
> djele.




Koliki je broj stanja, g;, koji imaju energiju E; ?

> Volumen faznog prostora koji zauzimaju stanja energije Ej nalazi se
izmedu isoenergijske plohe E; — 0.5AE i isoenergijske plohe E;j +
0.5AE, i on je jednak:

0(E{+0.5AE)

AV :/ d'rd'px~T(E)-AE,

P
d(Ej—0.5AE)

gdje je ' (Ej) povrsina plohe konstantne energije E = E; u faznom
prostoru.

> Pripadni broj stanja energiji E;:

M(E)-AE

J = f
NUS

volumen kvantne Celije (kvantnog stanja)



Funkcija raspodjele Cestica:

N [(E)AE e
N hf ’
gdje je
[(Ei) = povrSina plohe konstantne energije
= /drd P O( ({rlvpj}) Ei)
hamlltonuan

Normalizacijsku konstantu C moZzemo odrediti:

NG
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C
_ L BE _ BE
i SAET(E)e hf/dEF E) e
C fo 4f ~ ~—PE
= W/drd pe deé(E—Ei)
™ 7



Ako se prisjetimo Maxwellove raspodijele, imali smo funkciju raspo-
djele normaliziranu na jedinicu koja je ujedno bila | vjerojatnost da
cestica ima brzinu unutar nekog intervala brzina.

Ovdje prepoznajemo isto takvu, normaliziranu na jedinicu raspodjelu:

dw:%e‘BEdfr d'p

/dW:l

| koja se isto tako moze interpretirati kao vjerojatnost da se Cestica
nalazi u nekom stanju energije E.

za koji vrijedi:

Pri tome je normalizacijska konstanta:

hf

C:dengﬁ

— konst.




Vjerojatnost da se neka Cestica nalazi u stanju energije E je:
dw=p(E) do,
gdje je
p(E)=Ce FE
Boltzmannova funkcija raspodjele i gdje je
db=d'rd'p
volumni element faznog prostora.

Pri tome je f broj stupnjeva slobode Eestica sustava.



Da li se Maxwellova | Boltzmannova raspodjela razlikuju ?

U homogenom sustavu ukupna energija (hamiltonijan) je jednaka ki-
netiCkoj energiji jer potencijalne energije nema. Stoga energija E ne
ovisi 0 polozaju Cestice, nego samo o impulsu. Prostorni dio integrala
po faznom prostoru mozemo odmah maprauviti:

/dW: {dr/dpeBEk
—mf dfv
= fdveBEk

Maxwellova ras.

Maxwellova raspodjela je posebni sluCaj Boltzmannove raspodjela.



